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Resumo
Em [2], foi obtida uma caracterização das superfícies em R3 que são envelopes de uma congruência de esferas
em R3, na qual o outro envelope está em R2. Neste artigo, caracterizamos as superfícies de H3 e S3 que são
envelopes de uma congruência de esferas geodésicas em H3 e S3, respectivamente, na qual o outro envelope está
contido em H2 ⊂ H3 e S2 ⊂ S3. Mostramos que esta caracterização permite obter localmente uma parametriza-
ção das superfícies contidas em H3 e S3, esta caracterização estende o resultado obtido em [2]. Além disso,
damos condições suficientes para que estas superficies estejam associadas localmente por uma transformação de
Ribaucour. Também, apresentamos famílias de superfícies parametrizadas por linhas de curvatura H3 e S3, que
dependem unicamente de uma função de duas variavéis, a qual é solução de uma equação diferencial. Finalmente,
caracterizamos as superfícies Σ de tipo esférico em H3 e S3, como as superfícies onde sua função raio é solução
da equação de Helmholtz.
Palabras chave. Superfícies de tipo esférico, linhas de curvatura, espaço Hiperbólico, congruência de esferas geodésicas.
Abstract
In [2], was obtained a characterization of the surfaces in R3 which are envelopes of a sphere congruence in R3, in
which the other envelope is in R2. In this paper, we characterize the surfaces of H3 and S3 which are envelopes of
a congruence of geodesic spheres in H3 and S3, respectively, in which the other envelope is contained in H2 ⊂ H3
and S2 ⊂ S3. We show that this characterization allows locally to obtain a parameterization of the surfaces
contained in H3 and S3, this characterization extends the result obtained in [2]. Moreover, we provide sufficient
conditions for these surfaces to be locally associated by a transformation of Ribaucour. Also, we present families
of surfaces parameterized by lines of curvature in H3 and S3, which depend on a function of two variables which
is solution of a differential equation. Finally, we characterize the surfaces of the spherical type Σ in H3 and S3, as
the surfaces where its radius function is the solution of the Helmholtz equation.
Keywords Surfaces of the spherical type, lines of curvature, Hyperbolic space, congruence of geodesic spheres.
1. Introdução. Em [2], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superfícies de R3 como envelopes de
uma congruência de esferas na qual um envelope está contido em um plano e com função raio h associada a um




c (H − 1) + (a+ b− ach 2(c−1)c )KI = 0,
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onde a, b, c ∈ R, a + b 6= 0, c 6= 0, H é a curvatura média e KI é a curvatura Gaussiana. Esta classe de super-
fícies incluem as superfícies de Bryant e as superfícies flat do espaço hiperbólico, e são chamadas de superfície
Weingarten generalizada do tipo Bryant.
Uma superfície orientada Ψ : M → R3 com curvatura Gaussiana não nula K e curvatura média H é chamada







onde ∆III é o laplaciano com respeito a terceira forma fundamental III de Ψ. O estudo dessas superfícies foi







onde dM é o elemento de área da superfície.
Em [5], os autores estudam superfícies mínimas de Laguerre como gráficos de funções biharmônicas no
modelo isotrópico da geometria de Laguerre. Em particular estudam as superfícies mínimas de Laguerre de tipo
esférico, a saber as superfíciesM de R3 tal que o conjunto de esferas de centro p+ H(p)K(p)N(p), p ∈M , tangenciam
a um plano fixo orientado.
Em [4], as superfícies de tipo esférico em R3 são caracterizadas como as superfícies cuja função raio das
esferas médias é harmônica, isto é, a função raio h satisfaz ∆h = 0.
Neste artigo, motivados pelos resultados de [2] e [4], caracterizamos as superfícies de H3 e S3 que são en-
velopes de uma congruência de esferas geodésicas emH3 e S3, respectivamente, na qual o outro envelope está con-
tido emH2 ⊂ H3 e S2 ⊂ S3. Mostramos ainda que esta caracterização permite obter localmente uma parametriza-
ção das superfícies contidas em H3 e S3, esta caracterização estende o resultado obtido em [2]. Além disso,
daremos condições suficientes para que estas superfícies estejam associadas por uma transformação de Ribaucour.
Também, fornecemos famílias de superfícies parametrizadas por linhas de curvatura em H3 e S3 que dependem de
uma função de duas variaveis, a qual é solução de uma equação diferencial. Finalmente, caracterizamos as super-
fícies Σ de tipo esférico em H3 e S3, como as superfícies onde sua função raio é solução da equação de Helmholtz
(ver [6]).
2. Preliminares. Denotaremos por U ⊂ Rn um aberto de Rn, tal que u = (u1, u2, . . . , un). Além disso,
dada uma função diferenciável f : U ⊂ Rn → Rm, a derivada parcial de f relativa a ui, 1 ≤ i ≤ n, será denotada
por f,i, isto é, f,i = ∂f∂ui .
Denotaremos por M
3
(c) a uma variedade Riemanniana simplesmente conexa de dimensão 3 com curvatura
seccional constante c = −1, 0, 1, isto é,M3(c) denota ao espaço HiperbólicoH3 se c = −1, ao espaço Euclidiano
R3 quando c = 0 ou a esfera S3 se c = 1.
Seja Ln+2 o conjunto u = (u1, u2, . . . , un+2) ∈ Rn+2 munido com a pseudo-métrica




Um modelo para o espaço hiperbólico (n+ 1)-dimensional é a subvariedade
(2.2) Hn+1 =
{
u ∈ Ln+2; 〈u, u〉 = −1, un+2 > 0
}
.
Um modelo para a esfera (n+ 1)-dimensional é o conjunto
(2.3) Sn+1 =
{
u ∈ Rn+2; ‖u‖ = 1}
munido com a métrica Euclidiana.
Observação 1. De agora em diante, consideraremos M3(c) = H3 ⊂ L4 quando c = −1, M3(c) = R3 se
c = 0 e M
3
(c) = S3 ⊂ R4 quando c = 1.
Definição 1. Dizemos que M é orientável se for possível determinar um campo vetorial diferenciável unitário
N normal a TpM , para cada p ∈ M . Neste caso, dizemos que N é a aplicação normal de Gauss de M e que tal
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WijX,j , 1 ≤ i ≤ 2,
onde X é uma parametrização de M . A matriz W = (Wij) é chamada de matriz de Weingarten de M .
Definição 2. A Primeira Forma Fundamental I de M é a restrição da métrica 〈·, ·〉 de M3(c) aos planos
tangentes TpM . Logo, para cada p ∈M
Ip(w1, w2) = 〈w1, w2〉 , w1, w2 ∈ TpM.
A Segunda Forma Fundamental II e a Terceira Forma Fundamental III de M são dadas por
IIp(w1, w2) = −〈dNp(w1), w2〉 , w1, w2 ∈ TpM,
IIIp(w1, w2) = 〈dNp(w1), dNp(w2)〉 , w1, w2 ∈ TpM,
onde p ∈M e dNp é a diferencial da normal de Gauss em p.
As seguintes definições são basseadas no artigo [7].
Definição 3. Uma Congruência de esferas geodésicas em M3(c) é uma família a 2-parâmetros de esferas
geodésicas em M
3
(c) tal que o conjunto dos centros das esferas geodésicas é uma superfície M de M
3
(c) e o raio
das esferas geodésicas é dado por uma função diferenciável sobre M .
Um envelope de uma congruência de esferas geodésicas em M
3
(c) é uma superfície M1 de M
3
(c) tal que cada
ponto de M1 é tangente a uma esfera geodésica da congruência de esferas geodésicas.
Definição 4. Sejam M1 e M2 superfícies de M
3
(c). Dizemos que M1 e M2 estão Associadas por uma
congruência de esferas geodésicas em M
3
(c), se existe um difeomorfismo Ψ : M1 →M2 tal que os pontos corre-
spondentes p e Ψ(p) de M1 e M2, respectivamente, são tangentes à mesma esfera geodésica de uma congruência
de esferas geodésicas.
Um caso especial da definição anterior acontece quando Ψ leva linhas de curvatura de M1 em linhas de
curvatura em M2.
Definição 5. Seja M1 uma superfície orientável de M
3
(c). Uma superfície M2 de M
3
(c) é associada a M1
por uma Transformação de Ribaucour se existem uma função diferenciável h : M1 → R e um difeomorfismo
Ψ : M1 →M2, tais que
1. expp(h(p)N1(p)) = expΨ(p)(h(p)N2(Ψ(p)), para todo p ∈ M1, onde exp é a aplicação exponencial de
M
3
(c) e N1, N2 são os campos de vetores normais unitarios de M1 e M2, respectivamente.
2. O subconjunto S = {expp(h(p)N1(p)); p ∈M1} é uma superfície de M3(c).
3. Ψ leva linhas de curvatura de M1 em linhas de curvatura de M2.
Dizemos ainda que M1 e M2 estão localmente associados por uma transformação de Ribaucour se ∀p ∈ M1,
existe uma vizinhança de p em M1 associada por uma transformação de Ribaucour a um aberto de M2.
Observação 2. Seja M uma superfície de M3(c) e N seu campo normal unitário ao longo de M3(c). Se
c = ±1, então 〈N(p), p〉 = 0, ∀p ∈M . De fato, seja X : U ⊂ R2 →M3(c) uma parametrização local ortogonal
de p ∈M3(c).
Logo,
〈X(u), X(u)〉 = ±1, ∀u ∈ U,
portanto, derivando parcialmente a equação anterior, obtemos
〈X,i(u), X(u)〉 = 0, ∀u ∈ U, 1 ≤ i ≤ 2.
Se p ∈M, então N(p) = X,i(u) para algum i = 1, 2 e X(u) = p.
Considerando M
3
(c) como R3, S3 ⊂ R4 ou H3 ⊂ L4, a condição (1) da definição anterior pode ser escrita
como
(2.4) p+ h(p)N1(p) = Ψ(p) + h(p)N2(Ψ(p)), ∀ p ∈M1,
tal que se φ é a função raio sobre M1, então
(2.5) h(p) =
{




, se c = 1.
tanh(φ(p)), φ : M1 → R, se c = −1.
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De fato, um ponto de S3 o qual pertence à geodésica que passa pelo p ∈ S3 na direçãoN1(p), pode ser parametrizado
como
cos(φ(p))p+ sen(φ(p))N1(p), φ : S3 → (0, pi) .





Analogamente, um ponto de H3 o qual pertence à geodésica que passa pelo ponto p ∈ H3 na direção N1(p),
pode ser parametrizado como




tan−1(h(p)), h : M1 → (0,∞) , se c = 1.
tanh−1(h(p)), h : M1 → (−1, 1), se c = −1.
Definimos agora (localmente) o sistema de coordenadas 3-dimensional de S3 ⊂ R4 e H3 ⊂ L4 de forma
análoga ao sistema de coordenadas esférico no espaço Euclidiano e ao espaço hiperbólico no espaço de Minkowski,
respectivamente.
No caso de S3, as coordenadas consistem de 3 ângulos coordenados φ1, φ2, φ3, onde φ1, φ2 ∈ (0, pi) e φ3 ∈






Se φ3 = 0, então S2 ⊂ S3 e as coordenadas cartesianas de S2 em R4 vem dadas por
(2.8) u1 = cos(φ1), u2 = sen(φ1)cos(φ2), u3 = sen(φ1)sen(φ2), u4 = 0.
Para H3, as coordenadas consistem de 3 ângulos coordenados φ1, φ2, φ3, onde φ1, φ2, φ3 ∈ R. Se ui, 1 ≤ i ≤ 4,






Se φ3 = 0, então H2 ⊂ H3 e as coordenadas cartesianas de H2 em L4 vem dadas por
(2.10) u1 = senh(φ1), u2 = cosh(φ1)senh(φ2), u3 = 0, u4 = cosh(φ1)cosh(φ2).
De agora em diante, consideraremos M(c) como a superfície de M
3
(c) tal que M(c) = H2 quando c = −1,
M(c) = R2 quando c = 0 ou M(c) = S2 quando c = 1, com campo normal unitário dado por N(p) = ec, ∀ p ∈
M(c), onde ec é definido por
(2.11) ec =
 (0, 0, 1, 0) ∈ L
4, se c = −1.
(0, 0, 1) ∈ R3, se c = 0.
(0, 0, 0, 1) ∈ R4, se c = 1.
Seja Y : U ⊂ R2 → M(c) uma parametrização local ortogonal de M(c), isto é, Lij = 〈Y,i, Y,j〉 = δij , 1 ≤
i, j ≤ 2. Então os símbolos de Christoffel de Lij , 1 ≤ i, j ≤ 2, são dados por
(2.12)




, para todo i, j.
Γjii = −Lii,j2Ljj , para i 6= j.
Denotaremos por C o corpo dos números complexos. Além disso, identificamos C com R2 pelo isomorfismo
(2.13) GR2(z) = (u1, u2) ∈ R2, z = u1 + iu2 ∈ C.
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A identificação de C com R2 induz de maneira natural a noção de produto interno de funções holomorfas. Com
efeito, dadas as funções holomorfas f, g : U ⊂ C→ C o produto interno 〈f, g〉 em U é dada por
〈f, g〉 = Re(f)Re(g) + Im(f)Im(g).
Observamos que Re(f) = 〈f, 1〉 e Im(f) = 〈f, i〉.
Observação 3. Consideremos a esfera Sn+1 =
{
u ∈ Rn+2; ‖u‖ = 1} munida com a métrica Euclidiana de
Rn+2. As Projeções estereográficas esféricas P− : Sn+1 − {−en+2} → Rn+1 e P+ : Sn+1 − {en+2} → Rn+1
são difeomorfismos definidos por
(2.14) P−(q) =
q − 〈q, en+2〉 en+2
1 + 〈q, en+2〉 , q ∈ S
n+1,
(2.15) P+(q) =
q − 〈q, en+2〉 en+2
1− 〈q, en+2〉 , q ∈ S
n+1.
Além disso, as respectivas aplicações inversas P−1− e P
−1
+ , são dadas por
(2.16) P−1− (p) =
(2p, 1− 〈p, p〉)
1 + 〈p, p〉 , p ∈ R
n+1,
(2.17) P−1+ (p) =
(2p, 〈p, p〉 − 1)
1 + 〈p, p〉 , p ∈ R
n+1.
Um modelo conforme para a esfera S2 é dada pelo conjunto C∞ = C ∪ {∞}, munida da estrutura analítica dada
pelas parametrizações
(2.18) X1(z) = z, z ∈ C e X2(z) =
{ ∞, se z = 0,
1
z , se z ∈ C− {0} .
De fato, a aplicação GS2 : C∞ → S2, dada por
(2.19) GS2(z) =
{
P−1+ (z), se z 6=∞,
e3, se z =∞.
define um difeomorfismo conforme entre S2 e C∞. Com a estrutura dada por (2.18), C∞ é chamada de esfera de
Riemann.
O modelo que apresentaremos a seguir é conhecido, na geometria hiperbólica, como o modelo de Klein. Consid-
eremos Hn+1 ⊂ Ln+2, a aplicação
P : Hn+1 → Rn+1(2.20)
u→ P (u),
definida pela interseção do hiperplano
Rn+1 =
{
(u1, u2, . . . , un+2) ⊂ Rn+2;un+2 = 0
}
,
com a reta que passa por u e (0, 0, . . . , 0,−1) ∈ Rn+2 é dada por











, u = (u1, u2, . . . , un+2) ∈ Hn+1.
P é chamada de projeção estereográfica hiperbólica e é um difeomorfismo de Hn+1 sobre Bn+1(1) ={
u ∈ Rn+1; |u| < 1}. Como P é um difeomorfismo, a métrica em Hn+1 induz uma métrica em Bn+1(1) de
modo que P : Hn+1 → Bn+1(1) seja uma isometria. Um modelo conhecido acontece quando n = 1, neste caso,
B2(1) com a métrica induzida por P é chamada de Disco de Poincare. Dessa forma, uma parametrização para H2
é a aplicação P−1 : B2(1)→ H2 dada por
P−1(u1, u2) =
1
1− (u21 + u22)
(






, (u1, u2) ∈ B2(1).(2.22)
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Identificaremos B2(1) com o conjunto {z ∈ C; |z| < 1}, assim, definimos
(2.23) GH2(z) = P−1(z) =
1
1− 〈z, z〉 (2z, 1 + 〈z, z〉) , z ∈ B
2(1).
As projeções estereográficas (esférica e hiperbólica) são usadas para definir no plano complexo C uma métrica não
Euclidiana.
Definição 6. A equação de Helmholtz é uma equação diferencial eliptica da forma
(2.24) ∆ψ(x, y) + k(x, y)ψ(x, y) = 0,
onde ∆ é o Laplaciano Euclidiano e k é uma função real conhecida num aberto U de R2. Se k = 0, então (2.24) é
chamada equação de Laplace.
3. Superfícies de M3(c) associadas a M(c) por uma congruência de esferas geodésicas. O seguinte
resultado estabelece condições suficientes para que uma superfície Σ de M
3
(c) esteja localmente associada a
M(c) ⊂M3(c) por meio de uma congruência de esferas geodésicas em M3(c).
Proposição 1. Sejam Σ uma superfície orientável de M3(c) e N o campo normal unitário de Σ em M3(c)
tal que N(p) 6= ec, ∀ p ∈ Σ. Então,
(3.1) v + h(p)dNp(v) 6= 0, ∀ p ∈ Σ e v ∈ TpΣ com v 6= 0,
se, e somente se, Σ e M(c) estão localmente associadas por uma congruência de esferas geodésicas em M
3
(c),
onde h : Σ→ R é a função diferenciável definida por
(3.2) h(p) =
〈p, ec〉
1− 〈N(p), ec〉 , p ∈ Σ.
Prova: Sejam h a função diferenciável definida por (3.2) e Ψ a aplicação diferenciável definida por
(3.3) Ψ(p) = p+ h(p) [N(p)− ec] , p ∈ Σ.
Então, Ψ é um difeomorfismo local, tal que p + h(p)N(p) = Ψ(p) + h(p)ec, p ∈ Σ e Ψ(Σ) ⊂ M(c). De fato,
pela definição de Ψ, temos que
(3.4) dΨp(v) = v + dhp(v) [N(p)− ec] + h(p)dNp(v), p ∈ Σ, v ∈ TpΣ.
Daí,




1− 〈N(p), ec〉 , p ∈ Σ, v ∈ TpΣ.
Se existem p ∈ Σ e v ∈ TpΣ com v 6= 0, tais que dΨp(v) = 0, segue de (3.4) e (3.5) que v + h(p)dNp(v) = 0 o
qual é uma contradição com (3.1).
Por outro lado, de (3.2) e (3.3), obtemos
(3.6) 〈Ψ(p), ec〉 = 〈p+ h(p) [N(p)− ec] , ec〉 = 〈p, ec〉 − h(p) [1− 〈N(p), ec〉] = 0, ∀ p ∈ Σ.
Se c = 0, então Ψ(Σ) ⊂ R2. Se c = ±1, pela Observação 2, temos que 〈N(p), p〉 = 0, ∀p ∈ Σ, então
〈Ψ(p),Ψ(p)〉 = 〈p+ h(p) [N(p)− ec] , p+ h(p) [N(p)− ec]〉
= ±1− 2h(p) 〈p, ec〉+ 2h(p)2(1− 〈N(p), ec〉) = ±1, ∀ p ∈ Σ.
Daí, Ψ é um difeomorfismo local tal que Ψ(Σ) ⊂M(c).
Seja X0 = {p+ h(p)N(p); p ∈ Σ} ⊂M3(c), mostraremos que X0 é uma superfície de M3(c).





= 〈v + h(p)dNp(v) + dhp(v)N(p), v + h(p)dNp(v) + dhp(v)N(p)〉
= |v + h(p)dNp(v)|2 + |dhp(v)|2 > 0, ∀p ∈ Σ, v ∈ TpΣ , v 6= 0,
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logo dX0p(v) 6= 0, ∀p ∈ Σ, v ∈ TpΣ e v 6= 0. Portanto, X0 é uma superfície de M
3
(c).




Reciprocamente, de (3.4) e (3.6), obtemos
0 = 〈dΨp(v), ec〉(3.7)
= 〈v + dhp(v) [N(p)− ec] + h(p)dNp(v), ec〉
= 〈(v + h(p)dNp(v)), ec〉+ dhp(v)(〈N(p), ec〉 − 1), p ∈ Σ, v ∈ TpΣ.
Consideremos a superfície X0 = {p+ h(p)N(p), p ∈ Σ} de M3(c), segue disto que
dX0p(v) = v + h(p)dNp(v) + dhp(v)N(p), p ∈ Σ, v ∈ TpΣ.
Assumamos que v+h(p)dNp(v) = 0 num ponto p ∈ Σ e v ∈ TpΣ com v 6= 0. Segue de (3.7) que dhp(v)(〈N(p), ec〉−
1) = 0, logo, dhp(v) = 0, de outra forma 〈N(p), ec〉 = 1, daqui teríamos que N(p) = ec, o qual é uma con-




(c). Assim, v + h(p)dNp(v) 6= 0, ∀p ∈ Σ, v ∈ TpΣ, v 6= 0.
Observação 4. Pela definição de h em (3.2), temos que
(3.8) dhp(v) =
〈v + h(p)dNp(v), ec〉
1− 〈N(p), ec〉 , p ∈ Σ, v ∈ TpΣ.
Sejam Σ uma superfície orientável de M
3
(c) e N o campo normal unitario de Σ em M
3
(c), tal que N(p) 6=
ec, ∀ p ∈ Σ. Observamos que Σ está localmente associada a M(c) por uma congruência de esferas geodésicas
sempre que v + h(p)dNp(v) 6= 0, ∀ p ∈ Σ e v ∈ TpΣ com v 6= 0, onde h : Σ → R é a função diferenciável
definida por (3.2).
O seguinte teorema garante que Σ e M(c) estão localmente associadas por uma transformação de Ribaucour.
Teorema 1. Sejam Σ uma superfície orientável de M3(c), N o campo normal unitario de Σ em M3(c) tal
que N(p) 6= ec, ∀ p ∈ Σ e {e1, e2} campos de vetores locais ortonormais de direções principais de Σ em p. Além
disso, sejam h e Ψ definidas por (3.2) e (3.3), respectivamente. Então 1 + h(p)ki 6= 0, ∀p ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ 2, onde
ki são as curvaturas principais de Σ em M
3
(c) se, e somente se, Σ e M(c) estão localmente associadas por uma
transformação de Ribaucour em M
3
(c).
Prova: Mostremos que v + h(p)dNp(v) 6= 0, ∀ p ∈ Σ, v ∈ TpΣ com v 6= 0 e 〈dΨp(e1), dΨp(e2)〉 =
0, ∀ p ∈ Σ. Seja v ∈ TpΣ, tal que v 6= 0, então, existem v1, v2 ∈ R, tais que v =
2∑
i=1
viei, onde vi 6= 0 para
algum i ∈ {1, 2} .
Suponha que v + h(p)dNp(v) = 0, assim













como {e1, e2} é um conjunto linearmente independente, temos que
(1 + h(p)ki)vi = 0, 1 ≤ i ≤ 2.
Porém, por hipótese, existe pelo menos um vi 6= 0, então 1 + h(p)ki = 0 para algum i ∈ {1, 2}, isto é uma
contradição. Portanto, concluímos que v + h(p)dNp(v) 6= 0, ∀p ∈ Σ, v ∈ TpΣ com v 6= 0. Pela Proposição 1,
temos que Σ e M(c) estão associadas por uma congruência de esferas geodésicas.
Por outro lado, observe que por (3.4) e (3.8), temos que
(3.9) dΨp(ei) = (1 + h(p)ki)ei + dhp(ei) [N(p)− ec] .
(3.10) dhp(ei) =
(1 + h(p)ki) 〈ei, ec〉
1− 〈N(p), ec〉 , p ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ 2.
Daí, para 1 ≤ i, j ≤ 2, obtemos
〈dΨp(ei), dΨp(ej)〉 = (1 + h(p)ki)(1 + h(p)kj)δij − (1 + h(p)ki)dhp(ej) 〈ei, ec〉
−(1 + h(p)kj)dhp(ei) 〈ej , ec〉+ 2dhp(ei)dhp(ej)(1− 〈N(p), ec〉).
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Substituindo (3.10) na equação anterior, temos que 〈dΨp(ei), dΨp(ej)〉 = 0 para 1 ≤ i 6= j ≤ 2. Logo,
{dΨ(e1), dΨ(e2)} é uma base ortogonal de direções principais de M(c) em M3(c). Portanto, Σ e M(c) estão
localmente associadas por uma tranformação de Ribaucour em M
3
(c).
exemplo 1. Seja X :
(−pi4 , pi4 )× (−pi4 , pi4 ) ⊂ R2 → S1 × S1 ⊂ S3 dada por
(3.11) X(u1, u2) =
1√
2
(cos(u1), sen(u1), cos(u2), sen(u2)) .
O vetor normal unitario de X em S3 é dado por
(3.12) N(u1, u2) =
1√
2
(−cos(u1),−sen(u1), cos(u2), sen(u2)) .
Uma base ortonormal local de direções principais para o espaço tangente de X em S3 é dada por
X,1 = (−sen(u1), cos(u1), 0, 0) , X,2 = (0, 0,−sen(u2), cos(u2)) .
Seja Y :
(−pi4 , pi4 )× (−pi4 , pi4 ) ⊂ R2 → S2 ⊂ S3 a parametrização local da esfera dada por

















O vetor normal unitario de Y em S3 é dado por e1 = (0, 0, 0, 1). Uma base ortogonal para o espaço tangente de Y




















Observe que X(u1, u2) + h(u1, u2)N(u1, u2) = Y (u1, u2) + h(u1, u2)e1, portanto, S1 × S1 está associado
localmente por uma transformação de Ribaucour a S2, sempre que 1± h 6= 0, se, e somente se, u2 6= pi4 .
A seguinte Proposição estende o resultado obtido em [2] para H3 e S3.
Proposição 2. Sejam Σ uma superfície orientável de M3(c), N o campo normal unitário de Σ em M3(c), tal
que N(p) 6= ec, ∀ p ∈ Σ e X : U → Σ uma parametrização local de Σ em p. Suponha que vale (3.1), Então
existe uma parametrização local Y : U →M(c) tal que
(3.13) X(u) = Y (u) + h(u) [ec −N(u)] , u ∈ U.
Além disso, se Y é uma parametrização local ortogonal de M(c), então



























+ ch2 + 1.
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As formas fundamentais I, II e III de Σ em M
3
(c) são dadas por
I = 〈X,i, X,j〉 = Lij − 2h
S




























+ cδijh, 1 ≤ i, j ≤ 2,
Γlij os símbolos de Christoffel da métrica Lij = 〈Y,i, Y,j〉 , 1 ≤ i, j ≤ 2.
A matriz de Weingarten W = (Wij) é dada por
(3.21) W = 2V (SI2 − 2hV )−1,
onde I2 é a matriz identidade e V = (Vij).
A condição de regularidade é dada por
(3.22) det(SI2 − 2hV ) 6= 0.
Reciprocamente, dada uma parametrização local ortogonal Y : U → M(c) ⊂ M3(c), onde U é um aberto
conexo de R2 e uma função diferenciável h : U → R, então (3.14) define uma superfície emM3(c) com aplicação
normal de Gauss dada por (3.15). Além disso, (3.16)-(3.21) são satisfeitas.
Prova: Sejam Y : U →M(c) uma parametrização local ortogonal de M(c) tal que vale (3.13) e N o campo





















Calculando a derivanda parcial de (3.13), obtemos
X,i = Y,i + h,i(ec −N)− hN,i, 1 ≤ i ≤ 2.(3.26)
Usando (3.23) e (3.26), temos que





, 1 ≤ i ≤ 2.(3.27)
Por outro lado, se c = ±1, usando (3.13) e o fato que 〈X,N〉 = 0, obtemos
0 = 〈X,N〉 = 〈Y + h(ec −N), N〉 = 〈Y,N〉+ h(〈ec, N〉 − 1),
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segue disto que
b4 = ch(1− b3).(3.28)









+ b23 + ch






















+ ch2 + 1
)
b23 = 0.
Substituindo (3.16) na equação anterior
(S − 2)− 2(S − 1)b3 + Sb23 = 0.(3.29)
As soluções da equação (3.29) com respeito a b3 são dadas por
b3 = 1 ou b3 = 1− 2
S
.
Se b3 = 1, então N = ec o qual é uma contradição, logo
b3 = 1− 2
S
.(3.30)
Assim, substituindo (3.27), (3.28) e (3.30) em (3.23) e (3.24), obtemos (3.15). Substituindo (3.15) em (3.13),
obtemos (3.14).
































































h,j , 1 ≤ i ≤ 2.
Logo, substituindo (3.20) na equação anterior, obtemos
(3.31) S,i = 2
2∑
j=1










ΓkijY,k + b3ec, se c = 0, 1 ≤ i, j ≤ 2.
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Se c = ±1, então 〈Y, Y,j〉 = 0, 1 ≤ j ≤ 2, daí, 〈Y,i, Y,j〉+ 〈Y, Y,ji〉 = 0, logo b4 = −cLij , 1 ≤ i, j ≤ 2.
Por outra parte, como 〈Y,j , ec〉 = 0, 1 ≤ j ≤ 2, então 〈Y,ji, ec〉 = 0, daí, b3 = 0.












































































































(h,jY,i − h,iY,j)− ch,iY.
Definimos












Derivando as expressões (3.36)































































+ chC,i + ch,iY.
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VijC,j , 1 ≤ i ≤ 2.
Observemos que






Derivando as expressões (3.39) e usando (3.31), (3.37) e (3.38), obtemos












































Vij (C,j − h,jN) , 1 ≤ i ≤ 2.(3.41)
Como X,i + h,iN + hN,i = C,i, para 1 ≤ i ≤ 2, então
(3.42) C,i − h,iN = X,i + hNi, 1 ≤ i ≤ 2.




















SWik − 2h 2∑
j=1
VijWjk
X,k = 2 2∑
k=1
VikX,k.
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Em notação matricial a equação anterior é escrita como
(SI2 − 2hV )W = 2V,
daquí obtemos (3.21), desde que det(SI2 − 2hV ) 6= 0 (condição de regularidade).
Por outro lado,
〈C,k, C,l〉 = Lkl + h,kh,l, 1 ≤ k, l ≤ 2,
〈C,k, N〉 = h,k, 1 ≤ k ≤ 2.
De (3.40) a forma fundamental I é dada por
〈X,i, X,j〉 =
〈








Vjl (h,lN − C,l)
〉
,
























esta equação é equivalente a (3.17).
Também, de (3.40) e (3.41) a forma fundamental II é dada por
−〈X,i, N,j〉 =
〈





















esta equação é equivalente a (3.18).
Finalmente, de (3.41) a forma fundamental III é dada por





Vik (C,k − h,kN) ,
2∑
l=1









esta equação é equivalente a (3.19). Assim a prova esta completa.
Corolario 1. Seja X : U ⊂ R2 → Σ ⊂ M3(c) uma parametrização de uma superfície dada por (3.14).





onde P = det(SI2 − 2hV ).
Prova: Como a matriz de Weingarten W associada a Σ é dada por (3.21), então
K = det(W ) = det(2V [SI2 − 2hV ]−1) = 4det(V )det([SI2 − 2hV ]−1),
de onde segue o resultado.
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4. Aplicações. O seguinte resultado estabelece algumas equivalências quando X está parametrizada por lin-
has de curvatura.
Corolario 2. Seja X : U ⊂ R2 → Σ ⊂ M3(c) uma parametrização de uma superfície dada por (3.14).
Então as seguintes afirmações são equivalentes
1. X está parametrizada por linhas de curvatura,
2. Vij = 0 para 1 ≤ i 6= j ≤ 2,




2hVii − S , 1 ≤ i ≤ 2,
são as curvaturas principais de X .
Prova: Pela equação (3.21), se a matriz de Weingarten W é diagonal, então a matriz V, também é diagonal.
Portanto, V é diagonal se, e somente se, X está parametrizada por linhas de curvatura.











X,i, 1 ≤ i ≤ 2.
Como V é uma matriz diagonal, Vii são os autovalores da matriz V . Pela equação (3.21) temos
−ki = 2Vii
S − 2hVii , 1 ≤ i ≤ 2,
o qual conclui a prova.
Observação 5. Pela equação (4.1) obtemos os autovalores σi da matriz V os quais são dados por
(4.2) σi =
Ski
2(hki − 1) , 1 ≤ i ≤ 2,
onde ki são os autovalores da matriz de Weingarten W .
A seguir apresentamos famílias de superfícies parametrizadas por linhas de curvatura em S3 e H3.
exemplo 2. Seja Y : (0, pi)× (−pi, pi) ⊂ R2 → S2 ⊂ S3 uma parametrização local ortogonal de S2 dada por
Y (u1, u2) = (cos(u1), sen(u1)cos(u2), sen(u1)sen(u2), 0) .
A base local ortogonal para o plano tangente associado a Y é dada por
Y,1 = (−sen(u1), cos(u1)cos(u2), cos(u1)sen(u2), 0) ,
Y,2 = (0,−sen(u1)sen(u2), sen(u1)cos(u2), 0) .
O campo normal unitário de Y ao longo de S3 é dado por e1 = (0, 0, 0, 1).
Observe que a métrica de Y é dada por
(4.3) L12 = L21 = 0, L11 = 1, L22 = sen2(u1).
Daí, os simbolos de Christoffel associados à metrica Lij são dados por






22 = 0, Γ
2
12 = cot(u1), Γ
1
22 = −sen(u1)cos(u1).
Subistituindo (4.3) e (4.4) em (3.20), obtemos
V11 = h,11 + h,
V12 = csc
2(u1) [h,12 − cot(u1)h,2] ,
V21 = h,21 − cot(u1)h,2,
V22 = csc
2(u1) [h,22 + sen(u1)cos(u1)h,1] + h.
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Pela Proposição 2 e Corolário 2, a superfície X dada por (3.14) será parametrizada por linhas de curvatura em S3
se, e somente se, h,12 − cot(u1)h,2 = 0, cujas soluções são dadas por
h(u1, u2) = sen(u1)f(u2) + g(u1),
onde f, g são funções reais.
exemplo 3. Seja Y : U ⊂ R2 → H2 ⊂ H3 uma parametrização local ortogonal de H2 dada por
Y (u1, u2) = (senh(u1), cosh(u1)senh(u2), 0, cosh(u1)cosh(u2)) .
A base local ortogonal para o plano tangente associado a Y é dada por
Y,1 = (cosh(u1), senh(u1)senh(u2), 0, senh(u1)cosh(u2)) ,
Y,2 = (0, cosh(u1)cosh(u2), 0, cosh(u1)senh(u2)) .
O campo normal unitário de Y ao longo de H3 é dado por e−1 = (0, 0, 1, 0).
Observe que
(4.5) L12 = L21 = 0, L11 = 1, L22 = cosh2(u1).
Daí, os simbolos de Christoffel associados à metrica Lij são dados por






22 = 0, Γ
2
12 = tanh(u1), Γ
1
22 = −cosh(u1)senh(u1).
Subistituindo (4.5) e (4.6) em (3.20), obtemos
V11 = h,11 − h,
V12 = sech
2(u1) [h,12 − tanh(u1)h,2] ,
V21 = h,21 − tanh(u1)h,2,
V22 = sech
2(u1) [h,22 + cosh(u1)senh(u1)h,1]− h.
Pela Proposição 2 e Corolário 2, a superfície X dada por (3.14) será parametrizada por linhas de curvatura em H3
se, e somente se, h,12 − tanh(u1)h,2 = 0, cujas soluções são dadas por
h(u1, u2) = cosh(u1)f(u2) + g(u1),
onde f, g são funções reais.
Como as projeções estereográficas (esférica e hiperbólica), são difeomorfismos conformes, as imagens das pro-
jeções estereográficas das superfícies Σ ⊂M3(c) com c = −1, 1, são superfícies de R3 conformes a Σ.
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FIGURE 4.1. Projeção esférica. c = 1, φ(u1, u2) = tan−1(sin(u1)).
Pela Observação 5, segue que
V11 + V22 =
S(hK −H)
(hk1 − 1)(hk2 − 1) ,























































































FIGURE 4.4. Projeção hiperbólica. c = −1, φ(u1, u2) = tanh−1(cosh(u1)v2).
ondeH é a curvatura média,K é a curvatura Gaussiana de Σ emM
3
(c), h é a função raio e S é dado por (3.16).
Assim, tra(V ) = V11 + V22 = 0, se, e somente se, h = HK , sempre que K 6= 0.
Definição 7. Dizemos que uma superfície Σ de M3(c) é uma superfície de tipo esférico em M3(c) se existe



























































FIGURE 4.6. Projeção hiperbólica. c = −1, φ(u1, u2) = tanh−1(cosh(u1)u22 − u21).




onde H e K são a curvatura média e Gaussiana da superfície Σ em M
3
(c).




2 : C∞ → S2, se c = 1,
GR2 : C→ R2, se c = 0,
GH2 : B
2(1)→ H2, se c = −1.
Se c = 0, temos que Y,1 = g′ e Y,2 = ig′. Daí, obtemos L11 = L22 = 1 e L12 = 0, logo, Y é uma
parametização ortogonal de R2 com símbolos de Christoffel identicamente nulos, isto é, Γmij = 0, para todo
1 ≤ i, j,m ≤ 2. Daí, por (3.20) obtemos: V11 = h,11, V12 = V21 = h,12, V22 = h,22. Consequentemente,
tra(V ) = h,11 + h,22 = ∆h.




(1+〈z,z〉)2 , se c = 1
4
(1−〈z,z〉)2 , se c = −1.
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Logo, Y é uma parametrização ortogonal de S2 e H2, respectivamente.







= −Γjii, 1 ≤ i 6= j ≤ 2.













































Proposição 3. Seja Σ uma superfície de M3(c) dada pela parametrização (3.14). Então, Σ é uma superfície
de tipo esférico em M
3
(c) se, e somente se, tra(V)=0. Equivalentemente, Σ é uma superfície de tipo esférico em
M
3
(c) se, e somente se, h e solução da equação de Helmholtz dada por
4h+ 2Jcch = 0,
onde Jc é definida por (4.8).
Prova: Segue da Observação 6.
5. Conclusões. Dos resultados obtidos neste artigo podemos fazer as seguintes conclusões:
Dada uma superfície orientável Σ ⊂ M3(c) satisfazendo as condições da Proposição 1, então Σ e M(c) estão
localmente associadas por uma congruência de esferas geodésicas em M
3
(c). Também, dada uma superfície
orientável Σ ⊂ M3(c) satisfazendo as condições do Teorema 1, então Σ e M(c) estão localmente associadas por
uma transformação de Ribaucour em M
3
(c). A Proposição 2, é uma extensão do resultado obtido em [2] para os
espaços H3 e S3. Finalmente, a Proposição 3, estende o resultado obtido em [4] para o caso de superfícies.
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